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ZASTOSOWANIE MODELOWANIA MATEMATYCZNEGO | SRODOWISKA CAD
W PROJEKTOWANIU PRZEKLADNI STOZKOWYCH

Streszczenie
Przedstawiono sposéb matematycznego modelowania uzebieh i zazebien przekiadni
stozkowych o kotowo-tukowe;j linii zeba z zebami o zmiennej wysokosci. Zaprezentowane
przyktady powierzchni bocznych zebdéw zebnika i kota otrzymanych jako modele
matematyczne i modele CAD wykonano dla wybranej przektadni oraz ustawien bazowych
obrabiarki 116G firmy Gleason dla metody SGT (Spiral Generated Tilt).

Wysokie wymagania co do no$noSci, niezawodnosci i trwatodci przektadni
stozkowych sprawiajg, ze juz na etapie projektowania nalezy przeprowadza¢ analizy
pozwalajgce wyznaczy¢ podstawowe wskazniki jakoSci przektadni, czyli wykresy ruchowe
i wykresy $ladu wspbipracy. Podstawg do tego jest wyznaczenie powierzchni
wspbipracujgcych zebow uzyskiwanych w wyniku skomplikowanych metod obrébki.
W Katedrze Konstrukcji Maszyn Politechniki Rzeszowskiej opracowano dwie uzupetniajgce
sie metody modelowania procesu obrobki két stozkowych: model matematyczny dyskretny
oraz model brylowy. Pierwsza metoda odwzorowuje geometrie i kinematyke procesu
za pomocg zaleznosci matematycznych (metoda wektorowo-macierzowa), czyli z uzyciem
modelu matematycznego, ktérego rezultaty w zaleznosci od stopnia ztozonosci metody
mogg mie¢ postaé réwnah czynnych powierzchni zebdéw [2] w prostszych przypadkach
analitycznych, lub dyskretng wyznaczong przez siatki punktéw odpowiadajgcg zadanej siatce
odniesienia (w przypadku bardziej ztozonych metod obrébki). Druga metoda sprowadza sie
do symulacji obrébki w Srodowisku CAD, polegajgcej na sukcesywnym wykonywaniu
operaciji logicznych odejmowania pomiedzy brytami przedmiotu obrabianego a narzedziem.

W niniejszym artykule zaprezentowane zostang rezultaty (w postaci dyskretnej)
zastosowania modelu matematycznego obrébki kofa i zebnika metodg SGT na obrabiarce
116G firmy Gleason. Metoda SGT jest jedng z najbardziej skomplikowanych metod obrébki —
stosowane jest pochylenie osi gtowicy narzedziowej. Opracowany model jest uniwersalny,
poniewaz pozwala uwzgledni¢ teZz inne metody obrobki mozliwe na obrabiarce 116G: SGM,
SFT, SFM, SDH [3, 4].

Na model matematyczny sktada sie zestaw uktadéw wspdirzednych przedstawionych
na rys.1, odzwierciedlajgcy wzajemne zwigzki geometryczne i kinematyczne pomiedzy

podstawowymi zespotami obrabiarki, poczynajgc od narzedzia S, az po przedmiot obrabiany
Sy~ Zwiazki te sg wyrazone za pomocg macierzy transformaciji M,, (1//,). Uktad S, to

uktad odniesienia nieruchomy (bazowy), zwigzany z korpusem obrabiarki; S,, S, - uktady

odniesienia ruchome sztywno zwigzane odpowiednio z narzedziem i nacinanym kotem;
pozostate uktady sg pomocnicze, okres$lajg potozenie elementéw przektadni lub zmiane
potozenia podczas obrdbki. Narzedziem stosowanym do obrébki cziondéw przektadni
stozkowej jest gtowica czotowa, ktérej krawedzie skrawajgce nozy lezg na stozkach
wspoétsrodkowych z osig gtowicy. W przypadku szlifierek jest to Sciernica garnkowa.
Parametryczny zapis powierzchni dziatania narzedzia, w uktadzie zwigzanym z narzedziem

S, , przedstawiono za pomocg réwnania (1), natomiast jednostkowy wektor normalny do tych
powierzchni podaje wzor (2):
coso,-(r.£s,sina;)
r(s.,6;)=| sin6,-(r, £s,sinc;) (1)
—-S,cosq;)
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—Cc0s0,-cosa;
n,(6,)=| —sin6, -cosq, 2)
Fsina;

gdzie: s,,0,- parametry zwigzane odpowiednio z dlugoscig krawedzi skrawajgcej oraz
z tworzeniem powierzchni obrotowej stozkowej; «;,,r; - kat zarysu nozy i promien gtowicy
nozowej (i =wk,wp ) indeks ,wk” odnosi sie do obrébki wklestej strony boku zeba nozami
zewnetrznymi narzedzia, indeks ,wp” odnosi sie do obrobki wypuktej strony boku zeba

nozami wewnetrznymi, (dla nozy zewnetrznych obowigzuje znak ,gorny”, dla wewnetrznych
znak ,dolny”).

Zapis powierzchni bocznej zeba, nacinanej metodg obwiedniowg, uzyskuje sie
z rozwigzania ukfadu réwnan (3), w sktad ktérego wchodzi rownanie rodziny powierzchni
dziatania narzedzia oraz réwnanie zazebienia, okreSlone na bazie kinematycznej teorii
obwiedni zaproponowanej przez F. V. Litvina [1].

{n(st’eﬂl//t)=M1t(l//t)'rt(st’0t) (3)
n, 'V1t1 (St’et’l//t) =0

gdzie: y, - parametr ruchu, n, - jednostkowy wektor normalny do powierzchni narzgdzia
okreslony w ukladzie S,, v,”(s,0,y,) - predkos¢ wzgledna narzedzia wzgledem kota
w uktadzie S,, r, (st,Qt) - rownanie wektorowe powierzchni dziatania narzedzia w uktadzie

S,, M,(y,) - macierz przeksztalcen stanowigca iloczyn macierzy odwzorowujgcych

pojedyncze obroty i przesuniecia pomiedzy wprowadzonymi uktadami w modelu przektadni
technologiczne;.

;|
Rys.1. Zespot uktaddw wspotrzednych tworzgcych model matematyczny przektadni
technologicznej
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Ze wzgledu na rozbudowany system uktadow wspédirzednych, modelujgcych
przekfadnie technologiczng, do ktérego wprowadza sie az dziewie¢ parametrow ustawien
bazowych obrabiarki (nie biorgc pod uwage geometrii narzedzia i obrabianego kofa),
rébwnania zazebienia nie daje sie rozwigza¢ w sposob analityczny. W tym przypadku
otrzymywana powierzchnia boczna zeba kota stanowi zbiér punktow, odpowiednio
indeksowanych, bedacych rozwigzaniem numerycznym ukfadu (3). Wspotrzedne tych
poszukiwanych punktéw odpowiadajg wspotrzednym punktéw rozmieszczonych na siatce
odniesienia usytuowanej w przekroju osiowym nacinanego kota w granicach czynnej
wysokosci zeba. Na uzyskanym zbiorze punktéw stosujgc interpolacje rozpinana jest
powierzchnia. Otrzymana w ten sposob interpolowana powierzchnia boczna zeba podlega
dalszej analizie w modelu przekfadni konstrukcyjne;.

a) powierzchnia . b)
boczna zgba zebnika ) )
- ‘ powierzchnia boczna zeba
odniesienia X\ /% o Zebnika
X1
=
12
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Rys. 2. a) Wygenerowana wklesta powierzchnia boczna zebnika na fragmencie stozka
podziatowego na tle siatki odniesienia, b) Powierzchnia boczna zebnika wraz z powierzchnig
generowang wierzchotkiem naroza noza
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Rys. 3. a) Wygenerowana wypukta powierzchnia boczna kota na fragmencie stozka
podziatowego na tle siatki odniesienia, b) Powierzchnia boczna kota wraz z powierzchnig
generowang wierzchotkiem naroza noza

W artykule przedstawiono przyktadowe wyniki dla nacinanej pary stozkowej, dla ktére;j
wybrane wielkosci zawarto w tabeli 1. Parametry ustawcze (bazowe) obrabiarki 116G
a takze geometrie narzedzia podaje tabela 2. Dane te uzyskano dzieki wspotpracy
z pracownikami Instytutu Podstaw Budowy Maszyn Politechniki Warszawskiej. Na rys. 2.

3
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zaprezentowano otrzymang wklestg powierzchnie boku zeba zebnika o prawym kierunku linii
zeba wraz z fragmentem dna wrebu wykonywanym wierzchotkiem noza. Jest to potencjalna
powierzchnia podciecia zeba. W taki sam sposéb uzyskano powierzchnie boczng zeba kota
wypuktg o lewym kierunku linii zeba wraz z dnem obrabianym wierzchotkiem narzedzia rys.
3. Otrzymane powierzchnie zebnika i kota poddano analizie za pomocg modelu
matematycznego przektadni konstrukcyjne;.

Tabela. 1.
Wybrane dane przekladni stozkowej
z4 | Liczba zebow zebnika 17
z, | Liczba zebdw kota 35
L., | Kierunek pochylenia linii zeba zebnika prawy
B | Kat pochylenia linii zgba 33°15' 0"
¥ | Kat skrzyzowania osi 90°
o | Sredni kat zarysu nozy gtowicy 20°
b | Szerokos¢ wiehca zebatego 12 mm
- | Rodzaj zbieznoéci zeba TRL
Tabela.2
Ustawienia bazowe obrabiarki do obrébki zebnika (wk) i kota (wp)
q ustawienie kgtowe gtowicy 43,9 [] 38,9 [°]
U ustawienie promieniowe gtowicy 25,538 [mm] 25,368[mm]
E przesuniecie hipoidalne 0,212 [mm] 0 [mm]
dm | kat skrecenia wrzeciona P.O. 25,3833 [°] 63,25 [°]
X, | ustawienie osiowe wrzeciona P.O. -0,156 [mm] 0 [mm]
Xp ustawienie stotu wrzeciona P.O. -1,213 [mm] -1.660 [mm]
[ kat pochylenia wrzeciona narzedzia (tilt) 0,7 [] 0[]
j kat skrecenia ptaszczyzny tiltu (sviwel) 10,25 [] 0[]
iogt | przetozenie odtaczania 0,436922 0,899604
Geometria narzedzia
Dy | $rednica glowicy nozowej 38,862 [mm] 38,100 [mm]
W, | szerokoé¢ wierzchotka noza 0,508 [mm] 0,762 [mm]
Ro2 | promien zaokragglenia naroza 0,381 [mm] 0,381 [mm]
owk | kat zarysu noza (zewnetrznego) 20 [°] 20 [°]
owp | kat zarysu noza (wewnetrznego) 20 [°] 20 [°]

Model matematyczny przektadni konstrukcyjnej pozwala na ocene poprawnosci
wspobipracy badanej przektadni. Aby poszerzy¢ mozliwosci tej analizy, w modelu przektadni
konstrukcyjnej uwzgledniono mozliwe btedy montazowe (przesuniecie hipoidalne,
przesuniecie czionéw przektadni wzdtuz osi obrotu, odchylenia kata skrzyzowania osi).
Na rys. 4. zaprezentowano zespo6t uktaddédw wspdirzednych tworzgcych model. Na rys. 5.
przedstawiono chwilowy $lad styku sprzezonych powierzchni bocznych zebnika i kota oraz
wygenerowang $ciezke styku na powierzchni zebnika i kota. Model CAD omawianej
w artykule przektadni konstrukcyjnej potwierdza potozenie chwilowych Sladéw wspédtpracy jak
i Sciezki styku otrzymanej numerycznie (rys. 6). Model matematyczny przektadni
technologicznej umozliwia réwniez wygenerowanie powierzchni sprzezonej zeba zebnika
nacietej kotem traktowanym jako narzedzie. Wspotpraca powierzchni bocznej sprzezone;j
zeba zebnika z powierzchnig boku zeba kofa zapewnia styk liniowy (rys. 7). Powierzchnia
boczna sprzezona stanowi powierzchnie odniesienia do powierzchni otrzymywanej przy
wprowadzeniu ustawien bazowych obrébki. Wykresy odchylen powierzchni bocznej zebnika
od powierzchni sprzezonej to wykresy ,ease off”. Wykresy te stanowig cenng wskazéwke dla
projektanta.
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Rys. 4. Zesp6t uktaddw tworzacy model matematyczny przektadni konstrukcyjnej
uwzgledniajgcy odchyiki montazowe

Sciezka styku
na powierzchni bocznej
zeba zebnika

Sciezka styku
na powierzchni bocznej
zeba kota

chwilowy slad styku

Rys. 5. Sprzezenie powierzchni otrzymanych numerycznie — widoczny chwilowy $lad styku
oraz Sciezki styku
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Rys. 6. Sumaryczny $lad styku na powierzchni bocznej kota potwierdzajgcywyniki otrzymane
numerycznie.

powierzchnia boczna sprzezona powierzchnia
zeba zebnika boczna zegba kota

fragment ’ / "y
stozka podziatowego zebnika

Rys. 7. Styk liniowy (w postaci przenikajgcych sie plam) powierzchni bocznej sprzezonej
zebnika i kota

Weryfikacja powierzchni uzyskanych w CAD z powierzchniami otrzymanymi

numerycznie potwierdza zbieznosS¢ otrzymanych wynikow. Natozenie powierzchni rozpietej
na siatce punktow, ktorych wspoétrzedne otrzymano jako rozwigzanie numeryczne uktadu
réwnan (3), z powierzchnig boczng uzyskang w modelu CAD daje maksymalne odchylenie
powierzchni dla zebnika 0,0013 mm, a dla kota 0,0003mm.
Dla poprawy jakosci przektadni stozkowych korzystne jest analizowanie parametréw
wspobipracy na etapie projektowania. Takg mozliwos¢ dajg modele matematyczne przektadni
technologicznej i konstrukcyjnej jak i modele otrzymane na drodze symulacji obrobki
w $rodowisku CAD. Model matematyczny pozwala na sprawdzenie mozliwosci wystgpienia
podciecia zeba, okreSlenie potozenia i wielkosci Sladu wspétpracy, wyznaczenie Sciezki
styku, wygenerowanie wykreséw nierbwnomiernosci ruchu oraz wykresoéw ,ease off’. Model
CAD umozliwia szybkg weryfikacje otrzymanych powierzchni za pomocg modelu
matematycznego dyskretnego.
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THE APPLICATION OF MATHEMATICAL MODELLING AND CAD TO DESIGN OF BEVEL
GEAR

Summary
In paper presents a method of mathematical modeling of gear teeth and spiral bevel gear
with the teeth of varying height. The presented examples of the side surfaces of the teeth
of pinion and wheel received as mathematical models and CAD models were performed
for the selected gear and the basic machine settings Gleason's 116G for the method of SGT
(Spiral Generated Tilt).
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